13.06.2013

Заняття  IV. Подільність та остачі.
1. Теоретичний матеріал

Під час роботи з задачами на подільність можна виділити такі основні поняття:дільник; кратне; парне число; непарне число; просте число; складене число; спільний дільник; спільне кратне; остача; ознаки подільності.

Повинні вміти:

· використовувати ознаки подільності чисел на 2, 3, 5, 9, 10;

· розкладати натуральне число на прості множники;

· знаходити спільний дільник та спільне кратне двох -  трьох чисел; найбільший спільний дільник (НСД) і найменше спільне кратне (НСК) двох—трьох чисел.
1. Поняття подільності
Натуральні числа можна ділити одне на інше. В результаті ділення отримаємо частку та остачу:
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. Ділене a, дільник b, частка m та остача r пов’язані між собою рівністю: 

a = b · m + r,                                                     (1)

при цьому r < b.

Наприклад, при діленні числа 312 на 11 маємо частку 28 та остачу 4. Тому 312 = 11· 28 + 4.  

Якщо при діленні a на b остача дорівнює нулю, то говорять, що a ділиться на b без остачі, або просто кажуть – a ділиться на b, і число b називають дільником числа a; число а називають кратним числу b.
Числа a та b у цьому випадку пов’язані рівністю:

a = b · m,





(2)

де m – частка від ділення a на b.

Наприклад, число 63 ділиться на 7 без остачі: 63 = 7 · 9.

Властивість 1. Будь-яке натуральне число ділиться само на себе:
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Властивість 2. Якщо a ділиться на b, b ділиться на c, то а ділиться на с.

        Якщо 
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Властивість 3. Якщо 
[image: image7.wmf]b

a

M

 і  
[image: image8.wmf]à

b

M

,  то 
[image: image9.wmf]b

a

=

.
Властивість 4. Якщо кожний із доданків ділиться на яке-небудь число, то і їх сума ділиться на те саме число. Якщо 
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Властивість 5. Якщо зменшуване і від’ємне діляться на яке-небудь число, то і їх різниця ділиться на це число. Якщо 
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Властивість 6. Якщо сума і всі доданки, крім одного, діляться на яке-небудь число, то й цей доданок ділиться на це число.  Якщо
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Властивість 7. Якщо один із множників ділиться на яке-небудь число, то і їх добуток ділиться на це число. Якщо 
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Властивість 8. Якщо один множник ділиться на п, а другий множник ділиться на число т, то добуток цих чисел ділиться на пт. Якщо 
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Властивість 9. Якщо два числа дають при діленні на третє число однакову остачу, то їх різниця кратна третьому числу.
2. Парні та непарні натуральні числа

0; 2; 4; 6; 8 – парні цифри;

1; 3; 5; 7; 9 – непарні цифри.

Натуральне число, яке закінчується парною цифрою, називається парним числом.

Наприклад: 1232; 724; 600; 131118; 4 і інші.

Натуральне число, яке закінчується непарною цифрою, називається непарним числом. Наприклад: 1137; 175; 35; 7 та інші.

Всі парні числа діляться на 2 і навпаки, кожне число, яке ділиться на 2, – парне.

Будь-яке парне натуральне число можна записати у вигляді 2m, де m – натуральне число.

Будь-яке непарне натуральне число можна записати у вигляді 2m+1, де m – натуральне число або 0.
3. Прості і складені числа

Кожне число має дільниками 1 та самого себе. Це – найпростіші дільники. Числа, які не мають інших дільників, крім найпростіших, називаються простими. Числа, які крім найпростіших, мають інші дільники, називаються складеними.

Число 1 є ні простим, ні складеним. 
Усі прості числа, за винятком числа 2, непарні. 
Простих чисел існує безліч. Найменше з них — 2, а найбільшого не існує. Досі не встановлена закономірність розташування простих чисел у натуральному ряді чисел.

4. Таблиця ознак подільності
	Діль-ник
	Умова подільності
	Приклад

	2
	Остання цифра є парною (0, 2, 4, 6, або 8).
	294: 4 є парне.

	3
	Сума цифр повинна ділитися на 3.

	405:     4 + 0 + 5 = 9, 

9 ділиться на 3.

	4
	Якщо число, утворене двома останніми цифрами ділиться на 4.

	2092: 

92 ділиться на 4.

	5
	Остання цифра або 5 або 0.

	490: остання цифра 0.

	6
	Якщо число ділиться і на 2, і на 3.

	24: число ділиться на 2 і на 3.

	7
	Число розбивається на блоки по три цифри, починаючи з кінця. Число ділиться на 7, якщо різниця суми блоків, що стоять на парних місцях, і суми блоків, що стоять на непарних місцях, ділиться на 7.

	2 911 272: 

911 – (2 + 272) = 637. 

637 ділиться на 7.

	
	Якщо сума подвоєного числа без останніх двох цифр і останніх двох цифр ділиться на 7.

	364: 

(3·2) + 64 = 70. 

70 ділиться на 7.

	
	Якщо сума числа без останньої цифри і останньої цифри, помноженої на 5, ділиться на 7.

	364: 

36 + (5·4) = 56. 

56 ділиться на 7.

	
	Різниця між числом без останньої цифри і подвоєної останньої цифри повинна ділитись на 7.

	364: 

36 − (2·4) = 28. 

28 ділиться на 7.

	8
	Якщо число, утворене останніми трьома цифрами, ділиться на 8.

	5128: 

128 ділиться на 8.

	
	Якщо число сотень є парне, то число, утворене двома останніми цифрами повинне ділитись на 8.
	624: 

6 – парне, 24 ділиться на 8.

	
	Якщо число сотень є непарним, то до числа, утвореного двома останніми цифрами, потрібно додати 4. Таке число повинне ділитись на 8.
	352: 

3 – непарне,

52+4 = 56. 56 ділиться на 8.

	9
	Сума всіх цифр повинна ділитись на 9.

	2880: 2 + 8 + 8 + 0 = 18. 

18 ділиться на 9.

	10
	Остання цифра 0.
	130: остання цифра 0.

	11
	Число розбивається на блоки по дві цифри, починаючи з кінця. Сума блоків повинна ділитись на 11.

	627: 

6 + 27 = 33. 33 ділиться на 11.



	
	Якщо різниця між числом без останньої цифри і останньою цифрою ділиться на 11.
	627: 

62 – 7 = 55. 55 ділиться на 11.

	
	Якщо сума цифр, що стоять на парних місцях відрізняється від суми цифр, що стоять на непарних місцях, починаючи з кінця, на число, що кратне 11.

	182919: 

(9 + 9 + 8) – (1 + 2 + 1) = 22.

22 ділиться на 11.

	12
	Якщо число ділиться на 3 і на 4.

	324: ділиться і на 3, і на 4.

	
	Число без останньої цифри множать на два і віднімають останню цифру. Таке число повинне ділитись на 12.

	324: 

(32·2) − 4 = 60. 

60 ділиться на 12.

	13
	Число ділиться на блоки по три цифри, починаючи з кінця. Сумуються блоки, що стоять на парних і непарних місцях. Різниця цих сум повинна ділитись на 13.

	2911272: 

911 –  (2 + 272) = 637. 

637 ділиться на 13.

	
	До числа без останньої цифри додають останню цифру, помножену на 4. Утворене число повинне ділитись на 13.

	338: 

33 + (8·4) = 65. 

65 ділиться на 13.

	
	Від числа без останньої цифри віднімають останню цифру, помножену на 9. Утворене число повинне ділитись на 13.

	637: 

63 − (7·9) = 0. 

0 ділиться на 13.


Існують ознаки подільності чисел і на наступні числа.
5. Розкладання числа на прості множники

Розкласти число на прості множники означає записати його у вигляді добутку простих чисел. 

Кожне складене число можна розкласти на прості множники єдиним способом (якщо не враховувати порядок множників). Розкладання зручно робити за такою схемою. Наприклад, візьмемо число 2100. Запишемо число 2100 і праворуч проведемо вертикальну риску. Найменше просте число 2. 

Користуючись ознакою подільності на 2, встановлюємо, що 2100:2. Пишемо праворуч 2, а під числом 2100 – частку від ділення його на 2, тобто 1050. 
2100  2
1050

Знову перевіряємо, чи кратне 1050 числу 2. Отримуємо тим же чином праворуч від риски ще одну «2», а ліворуч — число 525. 

2100  2

1050  2

  525

Число 525 не є кратним 2. Беремо наступне просте число — 3 (можна користуватися таблицею простих чисел). 

2100  2

1050  2

  525  3

  175

Продовжуючи роботу за наданою схемою, отримуємо:

2100  2

1050  2

  525  3

  175  5

    35  5

      7  7

      1

Таким чином, 2100 = 2∙2∙3∙5∙5∙7 або 2100 = 22·3·52·7.
6. Найбільший спільний дільник (НСД)

Найбільше натуральне число, на яке ділиться кожне з чисел a і b, називається найбільшим спільним дільником чисел a і b і позначається НСД (a; b). 

НСД можна шукати для будь-якої кількості чисел. Для знаходження найбільшого спільного дільника кількох натуральних чисел треба розкласти ці числа на прості множники й знайти добуток спільних множників. 

Наприклад: 12 = 2∙2∙3; 18 = 2∙3∙3. 

НСД (12;18) = 2∙3 = 6. 

Якщо розкладання на прості множники записане з використанням степенів, треба знайти добуток степенів з однаковими основами з показниками, які є найменшими з використаних для запису чисел. 

Наприклад: 2100 = 22∙3·52∙7; 280 = 23∙5∙7. 

НСД (2100;280) = 22∙5∙7 = 140. 

Якщо всі дані числа кратні одному з них, це число буде найбільшим спільним дільником даних чисел. Наприклад: НСД (12;48;6;24) = 6. 

Два натуральних числа, найбільший спільний дільник яких дорівнює 1, називаються взаємно простими. Два прості числа завжди будуть взаємно простими (наприклад, 13 і 23). Степені різних простих чисел ¬ також є взаємно простими. 

Наприклад: 49 = 7∙7; 27 = 3∙3∙3. 

НСД (49;27) = 1.
7. Найменше спільне кратне (НСК)

Найменшим спільним кратним натуральних чисел a і b називається найменше натуральне число, яке ділиться на кожне з цих чисел. НСК можна шукати для будь-якої кількості чисел. Щоб знайти найменше спільне кратне кількох чисел, кожне з них розкладають на прості множники й помножують усі множники, які зустрічаються хоча б в одному розкладанні. 

Наприклад: 24 = 2∙2∙2∙3; 36 = 2∙2∙3∙3. 

НСК (24;36) = 2∙2∙2∙3∙3 = 72. 

Якщо розкладання на прості множники записане з використанням степенів, треба знайти добуток найбільших степенів усіх чисел, що зустрічаються в розкладаннях. 

Наприклад: 18 = 2∙32; 24 = 23∙3; 54 = 2·33.
НСК (18;24;54) = 23·33 = 2∙2∙2∙3∙3∙3 = 216. 

Якщо одне з даних чисел кратне іншим, то воно є найменшим спільним кратним цих чисел. Наприклад, НСК(24;12;8;3) = 24. Найменшим спільним кратним взаємно простих чисел (зокрема простих чисел) є їх добуток. 

Наприклад: НСК(11;17) = 187,  НСК (25;12) = 300.

 Приклади розв’язання задач на подільність
№23. Знайти дільники числа 
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Розв’язання. 
Множники 2, 3, 5, 7 є дільниками числа n. Цей добуток можна записати іншими способами: 
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 і т.д. Множники 6, 10, 14 також є дільниками числа n. Це означає, що всі добутки, які можна утворити з простих множників 2, 3, 5, 7, також являються дільниками числа n. Отже, дільники числа n – 2; 3; 5; 7; 2 · 3 = 6; 

2 · 5 = 10; 
2 · 7 = 14;
3 · 5 = 15;
3 · 7 = 21; 
5 · 7 = 35; 


2 · 3 · 5 = 30; 
2 · 3 · 7 = 42; 
2 · 5 · 7 = 70; 
3 · 5 · 7 = 105; 
2·3·5·7 = 210.

№24. Не перемножуючи, встановіть чи ділиться добуток 148·75 на 2, на5, на 10.

Розв’язання.
 Оскільки 148 ділиться на 2, то добуток ділиться на 2. Оскільки 75 ділиться на 5, то добуток ділиться на 5. Оскільки 148 ділиться на 2, а 75 ділиться на 5, то 148·75 ділиться на 2·5 = 10.

№25. Доведіть, що натуральні числа записані трьома однаковими цифрами, діляться на 37.

Розв’язання.
 Всі трицифрові числа з однаковими цифрами можна подати у виді 111·п. Оскільки 111 ділиться на 37, то й 111·п ділиться  на 37.

№26. Скількома нулями закінчується число, яке дорівнює добутку всіх натуральних чисел від 1 до 32.
Розв’язання.
Якщо розкласти всі множники цього добутку на прості числа, то в утвореному добутку буде 7 п’ятірок, а двійок більше. Кожен добуток п’ятірки і двійки дає нуль в кінці добутку, отже число закінчується сімома нулями.

№27. До числа 55 зліва і справа приписати по одній цифрі, щоб одержане число ділилося на 18. Знайти ці числа.

Розв’язання.
18 ділиться на 2 і на 9, тому й шукане число ділиться на 9 і на 2. Справа можна дописати парні цифри 0, 2, 4, 6 або 8; тоді зліва можна дописати відповідно 18 – (5 + 5 + 0) = 8, 18 – (5 + 5 + 2) = 6, 18 – (5 + 5 + 4) = 4, 18 – (5 + 5 + + 6) = 2 або 18 – (5 + 5 + 8) = 0. Останній випадок не задовольняє умову задачі, оскільки тоді число стає трицифровим. Отже, 8550, 6552, 4554, 2556 – шукані числа.   
№28. Скільки є п’ятицифрових чисел, які діляться на 90, а дві перші цифри в них дорівнюють 57?

Розв’язання. 
Оскільки числа діляться на 90, то вони діляться на 10 і на 9. Це означає, що остання цифра дорівнює 0, а сума цифр ділиться на 9. Так як             18 – (5+7) = 6 і 27 – (5+7) = 15, то сума третьої й четвертої цифр дорівнюють 6 або 15. Можливі такі варіанти: 0 і 6, 1 і 5 і т. д. до 6 і 0 або 6 і 9, 7 і 8, 8 і 7, 9 і 6 – всього 7 + 4 = 11 випадків. Відповідь: 11 чисел.

№29. Зустрілися дві жінки. Одна похвалилася, що в неї є три сини.

– Скільки їм років? – спитала друга жінка.

– Якщо перемножити їх вік, то вийде 36, а якщо додати – то вийде номер твоєї квартири, – відповіла перша.

Подумавши, друга жінка сказала, що їй не вистачає інформації. Тоді перша сказала:

– У мого старшенького руде волосся.

– Тепер я знаю вік твоїх синів, – вигукнула друга жінка.

Визначте і ви вік кожного хлопчика.

Розв’язання. 
Вік кожного хлопчика є дільником числа 36. Це числа 36, 18, 12, 9, 6, 4, 3, 2, 1. Розглянемо можливі розклади числа 36 на три множники:             36·1·1 = 18·2·1 = 12·3·1 = 9·4·1 = 9·2·2 = 6·6·1 = 6·3·2 = 4·3·3. Суми цих множників відповідно дорівнюють 36+1+1 = 38, 18+2+1 = 21, 12+3+1 = 16, 9+4+1 = 14,   9+2+2 = 13, 6+6+1 = 13, 6+3+2 = 11, 4+3+3 = 10. Якби номер квартири другої жінки був 38, 21, 16, 14, 11, чи 10, то вона визначила б вік хлопців без додаткової інформації. Оскільки їй спочатку не вистачило інформації, то номер її квартири 13 і вона має два випадки – 9, 2, 2 або 6, 6, 1. Фраза «У старшенького руде волосся» означає, що два старші сини мають різний вік. Цим самим виключається випадок 6, 6, і 1 рік. Отже, старшому було 9 років, двом іншим по 2 роки. До речі, в ході розв’язання ми змогли, навіть, визначити номер квартири другої жінки.

№30. Знайти найменше натуральне число, яке при діленні на 2, 3, 4, 5 і 6 дає в остачі числа 1, 2, 3, 4 і 5 відповідно.

Розв’язання. 
Якщо це число збільшити на одиницю, то воно буде ділитися на числа 2, 3, 4, 5 і 6 без остачі. Це число є найменшим спільним кратним чисел 2, 3, 4, 5 і 6. НСК(2, 3, 4, 5, 6) = 60. Отже, шукане число дорівнює 60 – 1 = 59.

№31. Довести, що з будь-яких чотирьох натуральних чисел знайдуться два, різниця яких  являється кратним числу 3.

Розв’язання. 
При діленні натуральних чисел на 3 в остачі може бути 0, 1 або 2. Всі натуральні числа розподілимо в три групи за остачею при діленні на 3. Серед чотирьох довільних натуральних чисел принаймні два потраплять в одну групу – значить вони дають однакову остачу.

№32. Довести, що добуток двох послідовних парних чисел ділиться на 8.

Розв’язання.
З двох послідовних парних чисел одне ділиться на 4, а інше на 2, тому їх добуток ділиться на 8.
2. Практичний матеріал
 Задачі для самостійного розв’язання

№33.
До числа 47 зліва і справа дописати по одній цифрі, щоб одержане число ділилося на 12.

№34. 
Знайти усі дільники числа 225.

№35. 
Серед чисел виду 3n + 2 знайти три числа, які діляться на 5.

№36.
Сума двох чисел 221, а їх найменше спільне кратне дорівнює 612. Знайти ці числа.
№37.
Найменше спільне кратне двох чисел, що не діляться одне на одне, дорівнює 90, а їх найбільший спільний дільник дорівнює 6. Знайдіть ці числа.

№38.
Декілька тракторів можуть виорати поле площею 300 га за ціле число днів, зорюючи щодня по 15 га. Скільки тракторів треба для того, щоб виконати роботу на 6 днів раніше?

№39.
Скільки є чотирицифрових чисел, які діляться на 90, а дві середні цифри в них дорівнюють 57? 

№40.
Чи ділиться добуток натуральних чисел від 1 до 20 на 343?

№41.
Скільки є п’ятицифрових чисел, які діляться на 75, а дві перші цифри в них дорівнюють 57?

№42. Знайти таке двозначне число, яке при діленні на суму його цифр дає число, яке дорівнює його дільнику. Знайти це число.

№43. Знайдіть усі числа внаслідок ділення яких на 7 у частці буде те саме число, що і в остачі.

 №44. У результаті ділення на 2 число дає в остачі 1, при діленні на 3 – остачу 2. Яку остачу дає число при діленні на 6?

№45. Знайти найменше натуральне число, яке при діленні на 2, 3, 4, 5 і 6 дає в остачі число 1.

№46. Довести, що добуток трьох послідовних натуральних чисел ділиться на 3 без остачі.

Увага!
Повний розв’язок задач №33-46 необхідно надіслати до 18:00  13.06.2013 на електрону скриньку  mathschool.13@gmail.com
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